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Re´sume´
Les foncteurs entre espaces vectoriels, ou repre´sentations ge´ne´riques des groupes line´aires
([Kuh94a], [Kuh94b]), interviennent en topologie alge´brique et en K-the´orie comme en the´orie
des repre´sentations ([FFPS03]). Nous pre´sentons ici une nouvelle me´thode pour aborder les
proble`mes de finitude et la dimension de Krull dans ce contexte.
Plus pre´cise´ment, nous de´montrons que, dans la cate´gorie F des foncteurs entre espaces vec-
toriels sur F2, le produit tensoriel entre P
⊗3, ou` P de´signe le foncteur projectif V 7→ F2[V ], et un
foncteur de longueur finie est noethe´rien et de´terminons sa structure. Seul e´tait ante´rieurement
connu le caracte`re noethe´rien de P⊗2 ⊗ F pour F de longueur finie.
Nous utilisons pour cela plusieurs foncteurs de division, dont nous analysons l’effet sur des
foncteurs de type fini de F a` l’aide des cate´gories de foncteurs en grassmanniennes, introduites
dans [Dja07b]. Cela nous permet de ramener le proble`me initial a` des calculs explicites finis
portant sur des repre´sentations modulaires de groupes line´aires (ou` intervient notamment la
repre´sentation de Steinberg), qui renseignent finalement sur des phe´nome`nes infinis en the´orie
des repre´sentations.
Abstract
Functors between vector spaces, or generic representations of linear groups ([Kuh94a],
[Kuh94b] intervene in algebraic topology and in K-theory as in representation theory (cf.
[FFPS03]). We present here a new method to approach finiteness problems and the Krull di-
mension in this context.
More precisely, we prove that, in the category F of functors between F2-vector spaces, the
tensor product between P⊗3, where P denotes the projective functor V 7→ F2[V ], and a functor
of finite length is noetherian and we determine its structure. The only case known to date was
the noetherian character of P⊗2 ⊗ F for F of finite length.
For this we use several division functors, whose effect on finitely generated functors of F is
analyzed with the help of grassmannian functor categories, introduced in [Dja07b]. It allows us
to reduce the initial problem to finite calculations on modular representations of linear groups
(where appears in particular Steinberg’s representation), which inform ultimately on infinite
phenomena in representation theory.
Mots-cle´s : cate´gories de foncteurs, repre´sentations modulaires, groupes line´aires, foncteurs de division,
filtration de Krull, grassmanniennes.
Classification math. : 18A25 (16P60 18D10 18E25 20C33 55S10).
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Introduction
La cate´gorie des repre´sentations ge´ne´riques des groupes line´aires sur le corps a` deux e´le´ments
F2 de´signe, depuis les articles de Kuhn [Kuh94a] et [Kuh94b], la cate´gorie Fct(Ef , E), note´e F , des
foncteurs de Ef vers E , ou` l’on note E la cate´gorie des F2-espaces vectoriels et Ef celle des espaces
vectoriels de dimension finie — le corps de base F2 sera par la suite implicite. E´tudie´e par les
topologues, en raison de ses liens avec l’alge`bre de Steenrod, cette cate´gorie abe´lienne posse`de aussi
des liens cohomologiques profonds avec les groupes line´aires ; nous renvoyons pour cela le lecteur a`
l’ouvrage de synthe`se [FFPS03]. La cate´gorie F posse`de des objets simples classifie´s a` l’aide de la
the´orie des repre´sentations des groupes syme´triques ou line´aires, et l’on dispose d’outils de calcul
cohomologique efficaces sur les foncteurs de longueur finie. Cependant, la compre´hension intrinse`que
de la cate´gorie F comme de ses liens avec les diffe´rents groupes line´aires se complique e´norme´ment
de`s que l’on passe des foncteurs simples (ou de longueur finie) a` des foncteurs de type fini. En
effet, la structure de nombreux foncteurs demeure inconnue, et la plupart des assertions reliant les
proprie´te´s des facteurs de composition d’un foncteur a` sa structure globale restent conjecturales.
Pour illustrer ces difficulte´s, rappelons que la cate´gorie F est engendre´e par les foncteurs projec-
tifs de type fini PV , dits standard, de´finis par PV = F2[homEf (V,−)]. Ici V de´signe un objet de E
f
et F2[E] l’espace vectoriel librement engendre´ par un ensemble E ; le lemme de Yoneda fournit un
isomorphisme naturel homF(PV , F ) ≃ F (V ). L’existence de ces ge´ne´rateurs montre que F est une
cate´gorie de Grothendieck (i.e. une cate´gorie abe´lienne posse´dant des colimites filtrantes exactes et
un ensemble de ge´ne´rateurs 1).
On notera P le foncteur PF2 , lorsqu’aucune confusion ne peut en re´sulter ; remarquer que l’on a
PV ≃ P⊗ dimV , le produit tensoriel de F e´tant calcule´ au but. Les proble`mes souleve´s par l’e´tude des
foncteurs projectifs standard sont illustre´s par la conjecture suivante, ouverte depuis une quinzaine
d’anne´es.
Conjecture 1. Pour tout n ∈ N, le foncteur P⊗n est noethe´rien (i.e. toute suite croissante de
sous-foncteurs de P⊗n stationne).
Cet e´nonce´, e´quivalent au caracte`re localement noethe´rien de la cate´gorie F , est connu sous le
nom de conjecture artinienne car sa formulation initiale, e´mise par Lannes et Schwartz a` partir du
contexte topologique sous-jacent a` F , e´tait donne´e en termes duaux d’objets artiniens. Rappelons ici
que la cate´gorie F posse`de un foncteur de dualite´ D : Fop → F tel que D(F )(V ) = F (V ∗)∗, ou` (−)∗
de´signe le foncteur de dualite´ usuel des espaces vectoriels ; la plupart des premie`res investigations
sur la structure de F ont e´te´ mene´es sur les objets injectifs IV = DPV .
La conjecture artinienne 1, discute´e en de´tails dans les articles [Pow00] et [Dja07b], est facile pour
n ≤ 1 (P0 = F2, foncteur constant, est simple ; P est somme directe de F2 et d’un foncteur unise´riel
de facteurs de composition les puissances exte´rieures) ; elle a e´te´ de´montre´e par Powell pour n = 2
dans [Pow98a]. Nous avons e´tendu le caracte`re noethe´rien de P⊗2 a` P⊗2 ⊗ F , ou` F ∈ ObF est un
foncteur de longueur finie, dans l’article [Dja07b], graˆce a` l’introduction des cate´gories de foncteurs
en grassmanniennes. Ces cate´gories de foncteurs, dont la de´finition et quelques proprie´te´s sont
rappele´es dans la section 1, permettent non seulement de progresser dans l’e´tude de la conjecture
artinienne, mais aussi de pre´ciser nettement son e´nonce´ (forme « extreˆmement forte »), a` l’aide
d’une description conjecturale de la filtration de Krull de la cate´gorie F (cf. conjecture 1.11). Le
travail du dernier chapitre de [Dja07b] rame`ne la conjecture artinienne dans sa forme renforce´e a`
celui de la description des foncteurs nilpotents pour des endofoncteurs de F , note´s ∇˜n, introduits
par Powell dans [Pow98b], qu’il a lourdement utilise´s pour de´montrer son re´sultat relatif a` P⊗2 —
le the´ore`me principal dudit chapitre de [Dja07b] e´tend d’ailleurs, dans le contexte des cate´gories de
foncteurs en grassmanniennes, le the´ore`me de structure donne´ par Powell dans [Pow98c].
Dans [Pow98a], les renseignements sur le foncteur ∇˜2 ne´cessaires a` e´tablir la conjecture ar-
tinienne pour n = 2 sont obtenus par une me´thode assez directe, inspire´e par la the´orie des
repre´sentations. De fait, Powell remarque que les facteurs de composition possibles d’un foncteur F
tel que ∇˜2(F ) = 0 sont limite´s — ce sont force´ment des puissances exte´rieures — et que, de plus,
1Le lecteur est invite´ a` se reporter a` l’ouvrage de Popescu [Pop73] pour les ge´ne´ralite´s sur les cate´gories abe´liennes.
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certaines extensions entre puissances exte´rieures ne peuvent apparaˆıtre comme sous-quotient d’un
tel foncteur. Il s’appuie alors sur le calcul des extensions entre puissances exte´rieures, qui s’ave`rent
peu nombreuses, pour conclure. La ge´ne´ralisation de cette approche se heurte au proble`me majeur
suivant : pour n ≥ 3, les extensions entre les foncteurs simples annihile´s par ∇˜n sont beaucoup plus
nombreuses qu’entre des puissances exte´rieures et elles ne sont de plus pas comprises en ge´ne´ral.
Dans le cas n = 3, le pre´sent article contourne cet obstacle ; nous parvenons a` estimer les
foncteurs annihile´s par ∇˜3, aboutissant au the´ore`me suivant.
The´ore`me 2. Si F est un foncteur de longueur finie de F , le foncteur P⊗3 ⊗ F est noethe´rien.
En particulier, P⊗3 est noethe´rien.
Notre observation initiale consiste a` remarquer que le foncteur ∇˜3 peut eˆtre avantageusement
remplace´, pour les conside´rations d’annulation qui nous inte´ressent, par certains foncteurs de di-
vision, c’est-a`-dire par des adjoints a` gauche au produit tensoriel par un foncteur. D’une manie`re
ge´ne´rale, pour tout entier n ≥ 1, deux foncteurs de division, dont l’un est exact, annihilent exac-
tement les meˆmes foncteurs simples de F que ∇˜n. Les deux foncteurs en question proviennent de
la repre´sentation de Steinberg de GLn(F2), dont nous avons de´ja` observe´, dans la section 16.1 de
[Dja07b], qu’elle peut jouer un roˆle important dans l’e´tude de la structure de la cate´gorie F .
Notre manipulation des foncteurs de division « remplac¸ant » le foncteur ∇˜3 repose sur plusieurs
ide´es. D’une part, nous n’abordons pas directement le proble`me de l’annulation de ces foncteurs de
division, mais celui de foncteurs de division plus simples, que nous utilisons ensuite abondamment :
heuristiquement, nous cherchons a` produire successivement des foncteurs A tels que l’on controˆle
la taille d’un foncteur raisonnable F de`s que la taille de la division de F par A est controˆle´e.
Pour mener a` bien ce programme, nous e´tablissons des proprie´te´s ge´ne´rales des foncteurs de
division qui reposent sur les cate´gories de foncteurs en grassmanniennes. On peut re´sumer, de
manie`re impre´cise, les re´sultats de la manie`re suivante :
1. les foncteurs de division des cate´gories de foncteurs en grassmanniennes pre´servent les fonc-
teurs de longueur finie et diminuent (au sens large) leur taille ;
2. on controˆle le terme principal de la division d’un foncteur en grassmanniennes de longueur
finie X ; si X est assez gros, ce terme principal est du meˆme ordre de grandeur que X ;
3. en revanche, les foncteurs de´rive´s de degre´ strictement positif des foncteurs de division dimi-
nuent toujours strictement la taille des foncteurs en grassmanniennes de longueur finie.
La dernie`re proprie´te´ s’ave`re essentielle pour pallier l’inexactitude des foncteurs de division et
permettre certains raisonnements inductifs utilisant les suites exactes longues d’homologie associe´es
aux foncteurs de division pour aborder la conjecture 1.
Outre ces proprie´te´s essentiellement formelles, nos arguments ne´cessitent des ingre´dients propres
a` assurer le fonctionnement d’arguments de re´currence emboˆıtant diffe´rents foncteurs de division.
Ceux-ci proviennent de la the´orie des repre´sentations : des calculs concrets de produits tenso-
riels de repre´sentations simples des groupes line´aires interviennent, dans des cas particulie`rement
e´le´mentaires du point de vue des repre´sentations, ce qui explique que la ge´ne´ralisation de notre
approche au cas n > 3 de la conjecture artinienne 1 pose des proble`mes encore non e´lucide´s.
Dans l’article [Dja07a], nous utilisions de´ja` des foncteurs de division dans la cate´gorie F pour
progresser dans l’e´tude de la conjecture artinienne. Il s’agissait, comme dans le pre´sent travail, de
combiner des proprie´te´s formelles de ces foncteurs a` des conside´rations concre`tes issues de la the´orie
des repre´sentations. Cependant, les deux de´marches pre´sentent de notables diffe´rences conceptuelles.
Tout d’abord, [Dja07a] adopte des conventions duales de celles de cet article : celui-la` s’inte´resse
aux injectifs IV , alors que nous travaillons dans celui-ci sur les projectifs PV . Pour traduire en termes
d’objets projectifs la de´marche de [Dja07a], il faut donc s’attacher aux foncteurs duaux des foncteurs
de division, c’est-a`-dire les foncteurs hom internes (adjoints a` droite au produit tensoriel). De fait,
les comportements des foncteurs hom internes et des foncteurs de division diffe`rent profonde´ment
sur les foncteurs PV : si F est un foncteur non nul, la division de PV par F est toujours non nulle
pourvu que la dimension de V soit assez grande, tandis que l’image de PV par le foncteur hom interne
de source F est toujours nulle si F est de longueur finie et sans terme constant. Pour autant, les
foncteurs hom interne et de division se comportent de manie`re analogue sur les foncteurs simples
de F , qui sont auto-duaux, de sorte que certains raisonnements sur les facteurs de composition
employe´s dans cet article et dans [Dja07a] se rejoignent partiellement.
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Une autre diffe´rence fondamentale entre les deux approches que nous discutons re´side dans le
principe meˆme d’utilisation des foncteurs de division pour comprendre la structure d’un objet de
la cate´gorie F . Dans [Dja07a], toute la strate´gie repose sur la de´tection de facteurs de composition
significatifs dans certains foncteurs : il s’agit d’une strate´gie « locale », qui e´tudie les foncteurs
a` partir de leurs constituants e´le´mentaires. Ici, notre strate´gie est « globale » en ce sens qu’elle
consiste au contraire a` e´tudier les objets de F en leur appliquant des foncteurs de division, ce
qui en ge´ne´ral a pour effet, entre autres, d’en annihiler de nombreux facteurs de composition. Elle
pourrait d’ailleurs souvent s’exprimer en termes de cate´gories quotients, a` ceci pre`s qu’on ne peut
proce´der ainsi sans de lourdes pre´cautions en raison de l’inexactitude des foncteurs de division (c’est
la` qu’intervient le controˆle sur les foncteurs de´rive´s e´voque´ pre´ce´demment).
Pour terminer les remarques ge´ne´rales relatives aux techniques de´veloppe´es dans le pre´sent
travail, soulignons les nombreux de´tours ne´cessaires pour parvenir au re´sultat principal. La proprie´te´
des foncteurs annihile´s par ∇˜3 dont elle se de´duit requiert l’emploi successif de nombreux foncteurs
auxiliaires et contient plusieurs re´currences imbrique´es. La manie`re hautement non explicite dont
elle se de´montre illustre l’extreˆme complexite´ combinatoire des sous-foncteurs de P⊗3 (et a fortiori
des P⊗3⊗F ). La situation semble encore plus intrigante au-dela`, car le cadre formel de cet article ne
suffit pas a` prouver le caracte`re noethe´rien de P⊗4. Les ame´liorations envisageables pour y parvenir
posent de grandes difficulte´s relatives aux repre´sentations des groupes line´aires qui font apparaˆıtre
le cas de P⊗3 — pourtant nettement plus ardu que celui de P⊗2, ou` des techniques encore assez
explicites fonctionnent — comme miraculeusement e´le´mentaire.
Cet article s’organise comme suit. La premie`re section introduit nos notations ge´ne´rales et
pre´sente les rappels ne´cessaires sur les cate´gories de foncteurs en grassmanniennes (ce mate´riel
se trouve dans [Dja07b]). La deuxie`me section fournit tous les outils formels pour manipuler les
foncteurs de division dans l’optique de la conjecture artinienne (on pourra en premie`re lecture se
concentrer sur les e´nonce´s des propositions 2.19 et 2.20 puis aborder directement la dernie`re section).
Enfin, la troisie`me section donne la de´monstration du the´ore`me 2, a` partir d’e´nonce´s ge´ne´raux
mettant en e´vidence les e´le´ments non formels issus de la the´orie des repre´sentations ne´cessaires
pour la mener a` bien. L’appendice rappelle quant a` lui quelques faits classiques sur la cate´gorie F
et les notions de finitude affe´rentes ; il fixe les notations de parame´trisation des foncteurs simples
et des repre´sentations simples des groupes line´aires a` l’aide des partitions.
L’auteur adresse ses chaleureux remerciements a` Geoffrey Powell pour ses discussions sur la
cate´gorie F et ses conseils qui ont permis d’ame´liorer ce texte. Il te´moigne aussi sa gratitude a`
Lionel Schwartz pour ses conversations sur la conjecture artinienne et a` Vincent Franjou pour ses
utiles remarques sur la premie`re version de ce travail.
1 Les foncteurs en grassmanniennes
Cette section expose sans de´monstration les constructions et re´sultats principaux de l’article
[Dja07b], qui me`ne l’e´tude de la cate´gorie F a` partir de cate´gories de foncteurs auxiliaires. Le
lecteur peut se reporter a` l’appendice pour ce qui concerne les de´finitions, notations et premiers
faits classiques sur la cate´gorie F .
Les cate´gories FGr et FGr,n. L’outil fondamental introduit dans [Dja07b] pour e´tudier la struc-
ture de la cate´gorie F est donne´ par les cate´gories de foncteurs en grassmanniennes, dont les plus
importantes sont les suivantes. On de´signe par EfGr la cate´gorie des couples (V,W ), ou` V est un
objet de Ef et W un sous-espace vectoriel de V (on notera Gr(V ) l’ensemble de ces sous-espaces) ;
les morphismes (V,W )→ (V ′,W ′) de EfGr sont les fle`ches f : V → V
′ de Ef telles que f(W ) =W ′.
Si n est un entier, on introduit les sous-cate´gories pleines EfGr,n et E
f
Gr,≤n des objets (V,W ) tels que
dimW = n et dimW ≤ n respectivement. On pose FGr = Fct(E
f
Gr, E), FGr,n = Fct(E
f
Gr,n, E) et
FGr,≤n = Fct(E
f
Gr,≤n, E). Les inclusions E
f
Gr,n →֒ E
f
Gr et E
f
Gr,≤n →֒ E
f
Gr induisent par pre´composition
des foncteurs de restrictions Rn : FGr → FGr,n et R≤n : FGr → FGr,≤n. On dispose e´galement de
foncteurs de prolongement par ze´ro Pn : FGr,n → FGr et P≤n : FGr,≤n → FGr, a` l’aide desquels on
peut identifier FGr,n et FGr,≤n a` des sous-cate´gories e´paisses de FGr.
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La pre´composition par le foncteur d’oubli EfGr → E
f (V,W ) 7→ V fournit un foncteur ι : F →
FGr. Il posse`de un adjoint a` gauche ω : FGr → F , appele´ foncteur d’inte´grale en grassmanniennes.
Explicitement, on a
ω(X)(V ) =
⊕
W∈Gr(V )
X(V,W ).
On note ωn le foncteur compose´ FGr,n
Pn−−→ FGr
ω
−→ F . Les foncteurs ω et ωn sont exacts (ils
commutent meˆme a` toutes les limites et colimites).
Remarque 1.1. Les foncteurs ω et ωn constituent l’outil essentiel de la the´orie ; leur principale
vertu est de transformer de petits foncteurs (par exemple, les foncteurs constants) en des foncteurs
beaucoup plus gros. Il s’agit ainsi de ramener la compre´hension d’objets infinis de F a` celle d’objets
finis des cate´gories de foncteurs en grassmanniennes.
Foncteurs diffe´rences et foncteurs finis. Pour E ∈ Ob Ef , on introduit des endofoncteurs
de FGr, FGr,n et FGr,≤n appele´s de´calages par E, tous note´s ∆
Gr
E , donne´s par ∆
Gr
E (X)(V,W ) =
X(V ⊕E,W ) ; ils sont analogues au foncteur de´calage ∆E de la cate´gorie F (cf. appendice, page 18).
On introduit ensuite des endofoncteurs de FGr, FGr,n et FGr,≤n appele´s foncteurs diffe´rences et
note´s ∆Gr par le scindement ∆Gr
F2
≃ id⊕∆Gr
F2
. Les foncteurs de´calages et diffe´rences commutent a`
toutes les limites et colimites, comme dans le cas de la cate´gorie F .
Les notions de foncteurs polynomiaux et de degre´ d’un foncteur polynomial se de´finissent dans
FGr, FGr,n et FGr,≤n comme dans F , en remplac¸ant ∆ par ∆
Gr.
Nous utiliserons l’analogue suivant de la proposition A.6 :
Proposition 1.2 ([Dja07b], section 5.5). – Dans les cate´gories FGr,n et FGr,≤n, les foncteurs
finis sont les foncteurs polynomiaux a` valeurs de dimension finie.
– Un foncteur X de FGr est fini si et seulement s’il est polynomial, a` valeurs de dimension finie
et qu’il existe un entier n tel que X appartienne a` l’image essentielle de P≤n : FGr,≤n → FGr.
Pour alle´ger, nous noterons simplement FfGr la cate´gorie (FGr)
f des objets finis de FGr (cf.
appendice) et adopterons d’autres simplifications d’e´criture analogues.
Remarque 1.3. Dans la cate´gorieF , les foncteurs polynomiaux de degre´ (au plus) 0 sont les foncteurs
constants. Dans les cate´gories de foncteurs en grassmanniennes, il y a plus de foncteurs de degre´
nul ; ces foncteurs sont nomme´s foncteurs pseudo-constants.
Nous donnons maintenant leur description dans le cas de FGr,n.
Notation 1.4. – On note εn : FGr,n → GLn −mod le foncteur d’e´valuation donne´ sur les
objets par εn(X) = X(F2
n,F2
n).
– Si W est un espace vectoriel de dimension n, on de´signe par Iso(F2
n,W ) le GLn-ensemble a`
droite libre et transitif des isomorphismes de F2
n sur W .
– On note ρn : GLn−mod→ FGr,n le foncteur donne´ par ρn(M)(V,W ) = F2[Iso(F2
n,W )] ⊗
GLn
M .
Proposition 1.5. – Le foncteur ρn est adjoint a` gauche au foncteur εn.
– Le noyau du foncteur diffe´rence de FGr,n (i.e. la sous-cate´gorie pleine des foncteurs pseudo-
constants) e´gale l’image essentielle du foncteur ρn.
Les foncteurs de´finis ci-apre`s sont les « constituants e´le´mentaires » des foncteurs pseudo-constants.
De´finition 1.6. Pour λ ∈ pn, on pose Qλ = ωnρn(Rλ). Un tel foncteur est appele´ foncteur de
Powell.
Rappelons quelques faits utiles sur ces foncteurs (cf. [Pow98c], ou` les duaux des Qλ sont e´tudie´s
sous le nom de foncteurs co-Weyl, et [Dja07b], section 2.3, pour une pre´sentation analogue a` celle-
ci) :
Proposition 1.7. – Le cosocle 2 de Qλ est Sλ ;
2i.e. plus grand quotient semi-simple, cf. appendice.
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– si X ∈ ObFfGr,≤n est pseudo-constant, alors ωP≤n(X) posse`de une filtration finie dont les
sous-quotients sont des foncteurs de Powell Qλ avec λ1 ≤ n. Cela vaut en particulier pour le
foncteur projectif P⊗n.
Notation 1.8. Soient n et k deux entiers. On de´signe par FGr[n, k] la sous-cate´gorie pleine (qui
est e´paisse) de FfGr forme´e des foncteurs X tels que :
1. X appartient a` l’image essentielle du foncteur P≤n : FGr,≤n → FGr ;
2. le foncteur Rn(X) de FGr,n est de degre´ infe´rieur a` k.
Si l’on munit (N ∪ {−1})2 de l’ordre lexicographique, on a FGr[n, k] ⊂ FGr[n′, k′] pour (n, k) ≤
(n′, k′) ; la proposition 1.2 montre que FfGr est la re´union des sous-cate´gories FGr[n, k]. Nombre des
arguments de re´currence utilise´s dans la section 2 seront relatifs a` ce bon ordre sur (N ∪ {−1})2,
utilise´ dans ce contexte. C’est ce qui motive l’introduction de la notation 1.8, qui n’apparaˆıt pas
dans [Dja07b].
Si X est un objet fini de FGr, le plus petit (n, k) tel que X ∈ ObFGr[n, k] sera appele´ bidegre´ 3
de X ; on le note bidegX . Il s’agit de la notion de taille d’un foncteur en grassmanniennes adapte´s
a` cet article.
Les foncteurs induits et le the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´. Powell a introduit dans
[Pow98b] une filtration fondamentale du foncteur de´calage ∆F2 : F → F par des foncteurs note´ ∇˜n.
Les foncteurs que nous notons ainsi sont en fait les duaux de ceux introduits par Powell ; on a alors
une suite d’endofoncteurs
∆F2 ≃ id⊕∆ ≃ ∇˜0 ⊃ ∇˜1 ≃ ∆ ⊃ ∇˜2 ⊃ · · · ⊃ ∇˜n ⊃ · · ·
Nous renvoyons a` [Pow98b] pour les proprie´te´s de ces foncteurs (qui sont traduites dans notre
contexte dual dans [Dja07b], section 1.5). Rappelons notamment que pour n ≥ 2, le foncteur ∇˜n
n’est pas exact, mais il est additif et pre´serve toujours e´pimorphismes et monomorphismes ; par
ailleurs, le foncteur ∇˜n annihile un foncteur simple Sλ si et seulement si la longueur l(λ) de la
partition re´gulie`re λ est strictement infe´rieure a` n.
On peut montrer que la sous-cate´gorie pleine, note´e N il∇˜n , des foncteurs ∇˜n-nilpotents de F
est e´paisse ([Pow98b], § 4.2).
The´ore`me 1.9 (The´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´, [Dja07b]). Pour tout n ∈ N, le foncteur ωn :
FGr,n → F induit une e´quivalence entre F
f
Gr,n et une sous-cate´gorie e´paisse de N il∇˜n+1/N il∇˜n.
Ce the´ore`me (e´tabli dans la section 16.2 de [Dja07b]) donne une indication forte en faveur des
conjectures e´quivalentes suivantes, discute´es dans le chapitre 12 de [Dja07b].
On rappelle que les notations NTn(F) (foncteurs noethe´riens de type n) et Kn(F) (filtration
de Krull de F) qui apparaissent ci-apre`s sont introduites au de´but de l’appendice.
Conjecture 1.10 (Conjecture artinienne extreˆmement forte, premie`re version). Pour tout n ∈ N,
le foncteur ωn : FGr,n → F induit une e´quivalence entre F
f
Gr,n et NTn(F)/NTn−1(F).
Conjecture 1.11 (Conjecture artinienne extreˆmement forte, deuxie`me version). Pour tout n ∈ N,
le foncteur ωn : FGr,n → F induit une e´quivalence entre F
lf
Gr,n et Kn(F)/Kn−1(F).
Le principe intuitif de la conjecture artinienne extreˆmement forte consiste a` ramener tous les
foncteurs de type fini de la cate´gorie F a` l’image par le foncteur ω de foncteurs finis de la cate´gorie
FGr. Mais tout objet de F tf (i.e. de type fini — cf. appendice) n’appartient pas a` l’image essentielle
de la restriction de ω aux objets finis. Pour donner une dernie`re forme de la conjecture qui ne fasse
pas apparaˆıtre de cate´gorie quotient, nous sommes ainsi amene´s a` introduire la de´finition suivante.
De´finition 1.12. – Disons qu’une sous-cate´gorie pleine C d’une cate´gorie abe´lienne A est semi-
e´paisse si elle contient 0 et que pour toute suite exacte courte 0→ A→ B → C → 0 de A, si
deux des trois objets de A, B et C sont dans C, alors il en est de meˆme pour le troisie`me.
3On prendra garde que la deuxie`me composante du bidegre´ d’un foncteur fini n’est pas toujours son degre´ !
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– Pour tout entier n, on note Fω−cons(n) la sous-cate´gorie semi-e´paisse de F engendre´e par les
ω(X), ou` X ∈ ObFfGr est de bidegre´ (k, j) avec k ≤ n. Les objets de F
ω−cons(n) sont appele´s
foncteurs induits de hauteur au plus n de F .
On rappelle qu’une sous-cate´gorie e´paisse est une sous-cate´gorie semi-e´paisse qui est stable par
sous-objets.
La cate´gorieFω−cons(n) est constitue´e des foncteurs qui sont constructibles a` partir des foncteurs
ω(X) du type indique´ dans l’e´nonce´ en ce sens qu’on peut les obtenir en un nombre fini d’e´tapes du
type extension, noyau d’e´pimorphisme, conoyau de monomorphisme a` partir de ces derniers. Cela
justifie la notation.
Conjecture 1.13 (Conjecture artinienne extreˆmement forte, troisie`me version). Pour tout n ∈ N,
la sous-cate´gorie Fω−cons(n) de F est e´paisse.
Cette conjecture s’aborde par re´currence sur l’entier n, ce qui ame`ne a` introduire l’hypothe`se
suivante :
Hω(n) Pour tout entier i ≤ n, la sous-cate´gorie Fω−cons(i) de F est e´paisse.
La premie`re assertion de la proposition suivante est un corollaire direct du the´ore`me de simplicite´
ge´ne´ralise´ ; pour les autres points, voir [Dja07b], section 12.2.
Proposition 1.14. Soit n ∈ N.
1. Si l’hypothe`se Hω(n−1) est satisfaite et que tout foncteur de type fini ∇˜n-nilpotent appartient
a` Fω−cons(n−1), alors l’hypothe`se Hω(n) est satisfaite .
2. Si l’hypothe`se Hω(n) est satisfaite, alors le foncteur ωk : FGr,k → F induit une e´quivalence
de cate´gories FfGr,k → F
ω−cons(k)/Fω−cons(k−1) pour k ≤ n.
3. Si l’hypothe`se Hω(n) est satisfaite, alors P⊗i ⊗ F est noethe´rien de type i pour tout foncteur
fini F de F et tout entier naturel i ≤ n.
Remarque 1.15. Supposons l’hypothe`se Hω(n) satisfaite. La deuxie`me assertion de la proposi-
tion 1.14 permet de transporter la notion de bidegre´ Fω−cons(n) : pour F ∈ ObFω−cons(n),
on de´finit le bidegre´ de F , note´ ||F ||, comme le couple (k, j), ou` k est le plus petit entier tel
que F ∈ ObFω−cons(k), et j le degre´ du foncteur fini X de FGr,k tel que F ≃ ωk(X) dans
Fω−cons(k)/Fω−cons(k−1). Ainsi, pour tout Y ∈ ObFfGr de bidegre´ (k, j) avec k ≤ n, le foncteur
ω(X) de F est de bidegre´ (k, j).
Strate´gie d’approche de la conjecture artinienne extreˆmement forte. Le fait que Hω(1)
est ve´rifie´e est une conse´quence directe du the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´ et de ce que les objets
finis de F sont polynomiaux ; dans [Dja07b] (section 16.4), nous avons observe´ que les re´sultats
de Powell sur les foncteurs annule´s par ∇˜2 (cf. [Pow98a]) impliquent Hω(2) (re´sultat que nous
retrouverons d’ailleurs par une me´thode diffe´rente dans le pre´sent article). Notre but consiste a`
e´tablir Hω(3). Dans la section suivante, nous rame`nerons la ve´rification de cette hypothe`se a` celle
d’e´nonce´s relatifs a` des foncteurs de division, graˆce a` la proposition 2.19.
2 E´tude des foncteurs de division
Si F est un foncteur de F a` valeurs de dimension finie, alors l’endofoncteur −⊗F de F commute
aux limites ; pour des raisons formelles, on en de´duit qu’il posse`de un adjoint a` droite, appele´ foncteur
de division par F et note´ (− : F ) (cf. [Dja07b], appendice C3). En fait, (− : −) de´finit meˆme un
bifoncteur F × Fop → F exact a` droite en chaque variable. Pour des raisons typographiques, le
foncteur (− : F ) sera aussi note´ D[F ], et ses foncteurs de´rive´s a` gauche Di[F ]. Une observation
e´vidente, omnipre´sente dans la suite, re´side dans la commutation naturelle de deux foncteurs de
division : D[F ] ◦D[G] ≃ D[F ⊗G] ≃ D[G] ◦D[F ] ; en particulier, la i-ie`me ite´re´e D[F ]◦i (notation a`
ne pas confondre avec Di[F ] !) de D[F ] est isomorphe a` D[F⊗i]. La division par un foncteur injectif
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(a` valeurs de dimension finie) de F est un foncteur exact ; la division par un foncteur injectif de
co-type fini 4 commute e´galement aux limites.
On peut donner une description explicite des foncteurs de division a` partir du lemme de Yoneda
(cf. [Dja07a] et [Dja07b]) : on a (PV : F ) ≃ F (V )∗ ⊗ PV (ce qui montre d’ailleurs que les foncteurs
de division pre´servent F tf ) et
(A : B)(V )∗ ≃ homF(∆V (A), B). (1)
Les foncteurs Di[B] se de´crivent de fac¸on similaire en remplac¸ant hom par Exti.
Remarque 2.1 (fondamentale). Les foncteurs ∇˜n peuvent se de´finir a` partir de foncteurs de division :
il existe des foncteurs An et Bn a` valeurs de dimension finie et un morphisme fn : Bn → An de F
tels que ∇˜n = im (D[An]
D[fn]
−−−→ D[Bn]).
Il existe de meˆme, dans la cate´gorie FGr, des foncteurs de division (− : X)Gr, ou` X ∈ ObFGr
prend des valeurs de dimension finie. On adoptera aussi la notation DGr[X ], et DiGr[X ] pour les
foncteurs de´rive´s. Dans FGr,n et FGr,≤n, on emploie les notations analogues DiGr,n[X ] et D
i
Gr,≤n[X ].
Une observation e´le´mentaire mais fondamentale est que, dans F comme dans FGr ou FGr,n,
le foncteur diffe´rence est un foncteur de division (le cas de F est traite´ dans l’appendice de
[Pow98b], celui des cate´gories de foncteurs en grassmanniennes dans la section 5.3 de [Dja07b]) ;
par conse´quent, tous les foncteurs de division commutent, a` isomorphisme naturel pre`s, au foncteur
diffe´rence. Comme le foncteur diffe´rence est exact et pre´serve les foncteurs projectifs, on en de´duit
le re´sultat suivant.
Proposition 2.2. Les de´rive´s des foncteurs de division commutent, a` isomorphisme naturel pre`s,
au foncteur diffe´rence.
2.1 Lien entre les foncteurs D[S<n>], D[L(n)] et ∇˜n
L’objectif de ce paragraphe consiste a` montrer que les foncteurs D[S<n>], D[L(n)] (les notations
< n >, S<n> et L(n) sont introduites dans l’appendice, remarque A.4) et ∇˜n annihilent les meˆmes
foncteurs simples de F , ce qui permettra notamment de remplacer la condition de ∇˜n-nilpotence a`
manier pour ve´rifier l’hypothe`se Hω(n) par une condition de D[L(n)]-nilpotence.
Tous les cas de non-annulation par division conside´re´s dans cet article s’appuient sur les deux
lemmes suivants, dont la de´monstration repose sur des conside´rations explicites sur les foncteurs de
Weyl et les foncteurs simples de F .
Lemme 2.3. Soient λ et µ deux partitions telles que λ+µ soit re´gulie`re. Il existe un e´pimorphisme
Wλ ⊗Wµ ։Wλ+µ, ou` λ+ µ de´signe la partition (λ1 + µ1, . . . , λi + µi, . . . ).
De´monstration. Cette proprie´te´ s’obtient aussitoˆt a` l’aide des e´le´ments semi-standard des fonc-
teurs de Weyl, qui engendrent Wλ+µ par l’hypothe`se de re´gularite´ de λ + µ (cf. remarque A.1).
L’e´pimorphisme recherche´ est la restriction de la fle`che Λλ ⊗ Λµ ։ Λλ+µ obtenue par produit
tensoriel des morphismes canoniques (produits) Λλi ⊗ Λµi ։ Λλi+µi .
Lemme 2.4. Soit λ une partition re´gulie`re de longueur au moins n. Il existe une partition α et un
e´pimorphisme Wα ⊗ S<n> ։ Sλ.
De´monstration. On rappelle d’abord que S<n> ≃ W<n> (cf. remarque A.4). Comme la partition
λ est re´gulie`re, il existe une partition α telle que α+ < n >= λ. On obtient donc par le lemme 2.3
un e´pimorphisme Wα ⊗ S<n> ։Wα+<n> =Wλ ։ Sλ.
La proposition suivante justifie, a` l’aune du the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´, l’inte´reˆt pour les
foncteurs de division par S<n> et L(n). L’avantage spe´cifique du premier est d’eˆtre « plus petit »,
celui du second re´side dans son exactitude.
Proposition 2.5. Soient λ une partition re´gulie`re et n ∈ N. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
1. l(λ) < n (on rappelle que l(λ) de´signe la longueur de λ — cf. appendice) ;
2. (Sλ : L(n)) = 0 ;
4Cf. de´but de l’appendice pour cette notion.
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3. (Sλ : S<n>) = 0 ;
4. ∇˜n(Sλ) = 0.
De´monstration. L’e´quivalence entre les assertions 1 et 4 est de´ja` connue (cf. [Pow98b], the´ore`me 1).
Graˆce a` l’isomorphisme (1), si l’assertion 2 est fausse, il existe V ∈ Ob Ef et un morphisme non
nul ∆V (Sλ) → L(n), de sorte que ∆V (Sλ) a un facteur de composition S<n>. En appliquant le
foncteur ∇˜n, qui pre´serve e´pimorphismes et monomorphismes, commute aux foncteurs de de´calage,
et n’annihile pas S<n>, on en de´duit que ∇˜n(Sλ) est non nul. Ainsi 4⇒ 2.
L’implication 2 ⇒ 3 est e´vidente puisque l’inclusion S<n> →֒ L(n) induit une surjection
D[L(n)]։ D[S<n>].
Montrons que 3 entraˆıne 1. Si λ est de longueur ≥ n, alors on dispose par le lemme 2.4 d’un
e´pimorphisme Wα ⊗ S<n> ։ Sλ, d’ou` par dualite´ Sλ →֒ S<n> ⊗ DWα (les objets simples de F
e´tant auto-duaux), ce qui montre que (Sλ : S<n>) est non nul.
Remarque 2.6. On a ∇˜n(F ) = 0 ⇒ (F : L(n)) = 0 ⇒ (F : S<n>) = 0 pour tout F ∈ ObF .
Nous de´duisons maintenant de la proposition 2.5 la comparaison entre foncteurs ∇˜n-nilpotents
et D[L(n)]-nilpotents.
Corollaire 2.7. Soient F ∈ ObF et n ∈ N.
1. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(a) (F : L(n)) = 0 ;
(b) si un foncteur simple Sλ est facteur de composition de F , alors la partition re´gulie`re λ
est de longueur strictement infe´rieure a` n ;
(c) tous les facteurs de composition de F sont annihile´s par le foncteur ∇˜n.
2. Si le foncteur F est annule´ par une ite´re´e ∇˜◦in de ∇˜n, il est annule´ par l’ite´re´e D[L(n)]
◦i de
D[L(n)].
De´monstration. 1. Comme le foncteur D[L(n)] est exact et commute aux limites et colimites, la
condition D[L(n)](F ) = 0 e´quivaut a` D[L(n)](Sλ) = 0 pour tout facteur de composition Sλ
de F (e´crire ce foncteur comme colimite de foncteurs de type fini, qui sont limites de foncteurs
finis). L’e´quivalence des trois conditions re´sulte alors de la proposition 2.5.
2. Si ∇˜n(F ) = 0, alors ∇˜n(Sλ) = 0 pour tout facteur de composition Sλ de F , car le foncteur
∇˜n pre´serve les monomorphismes et les e´pimorphismes. Ce qui pre´ce`de montre alors que
∇˜n(F ) = 0 entraˆıne D[L(n)](F ) = 0, ce qui traite le cas i = 1. Le cas ge´ne´ral s’en de´duit par
re´currence, parce que les foncteurs ∇˜n et D[L(n)] commutent, par le lemme 2.8 ci-apre`s.
Lemme 2.8. Soient n et m deux entiers naturels. Les foncteurs ∇˜n et D[L(m)] commutent a`
isomorphisme pre`s.
De´monstration. E´crivons ∇˜n = im (D[A]
D[f ]
−−−→ D[B]) ou` B
f
−→ A est un morphisme convenable de
F (avec A et B a` valeurs de dimension finie). Il existe un diagramme commutatif
D[A] ◦ D[L(m)]
D[f ]D[L(m)]
//
≃

D[B] ◦ D[L(m)]
≃

D[L(m)] ◦ D[A]
D[L(m)]D[f ]
// D[L(m)] ◦ D[B].
L’image de la fle`che supe´rieure est ∇˜n◦D[L(m)], et celle de la fle`che infe´rieure s’identifie a` D[L(m)]◦
∇˜n par exactitude du foncteur D[L(m)]. Cela de´montre le lemme.
9
2.2 Foncteurs de division dans FGr
Nous commenc¸ons par e´tablir un lien formel entre les foncteurs de division dans F et dans FGr.
Il s’agit d’e´tudier l’effet de foncteurs de division sur des foncteurs de type fini de F a` partir de
l’effet de foncteurs de division sur des foncteurs finis de FGr, via le foncteur ω.
Le contenu de ce paragraphe recoupe partiellement les conside´rations de [Dja07b] (chapitre 9)
sur les foncteurs de division.
Proposition 2.9. Il existe un isomorphisme naturel gradue´
D∗[F ] ◦ ω ≃ ω ◦ D∗Gr[ι(F )]
de foncteurs FGr → F , pour F ∈ ObF a` valeurs de dimension finie.
De´monstration. Le cas du degre´ 0 est traite´ dans la section 9.2 de [Dja07b] (il s’agit d’une conse´quence
formelle de l’adjonction entre les foncteurs ι et ω) ; le cas ge´ne´ral s’en de´duit aussitoˆt parce que le
foncteur ω est exact et pre´serve les objets projectifs, son adjoint a` droite ι e´tant exact.
Les deux propositions suivantes permettent de passer de la cate´gorie FGr aux cate´gories FGr,n.
Proposition 2.10. Soient X un objet de FGr a` valeurs de dimension finie et n ∈ N. Il existe un
isomorphisme naturel gradue´ D∗Gr[X ] ◦ P≤n ≃ P≤n ◦ D
∗
Gr,≤n[R≤n(X)] de foncteurs FGr,≤n → FGr.
De´monstration. Le foncteur de prolongement par ze´ro P≤n : FGr,≤n → FGr est adjoint a` gauche
au foncteur de restriction R≤n : FGr → FGr,≤n (cf. [Dja07b], section 5.1), qui commute au produit
tensoriel. Par conse´quent, les foncteurs D∗Gr[X ]◦P≤n et P≤n◦D
∗
Gr,≤n[R≤n(X)] sont isomorphes : ils
sont tous deux adjoints a` gauche au foncteur compose´ R≤n ◦ (−⊗X), ce qui fournit l’isomorphisme
recherche´ en degre´ 0. Le cas ge´ne´ral s’en de´duit, comme dans la de´monstration de la proposition 2.9,
par exactitude des foncteurs P≤n et R≤n.
Dans la proposition suivante, on note, par abus, Rn : FGr,≤n → FGr,n et Pn : FGr,n → FGr,≤n
les foncteurs de restriction et de prolongement par ze´ro respectivement, analogues a` ceux conside´re´s
dans la section 1.
Proposition 2.11. Soient n ∈ N et X un objet de FGr,≤n a` valeurs de dimension finie. Il existe
un isomorphisme naturel gradue´ Rn ◦ D
∗
Gr,≤n[X ] ≃ D
∗
Gr,n[Rn(X)] ◦ Rn de foncteurs FGr → FGr,n.
De´monstration. Cette fois-ci, le foncteur de prolongement par ze´ro Pn : FGr,n → FGr,≤n est adjoint
a` droite au foncteur de restriction R≤n : FGr,≤n → FGr,n (cf. [Dja07b], § 5.1). On conclut par un
argument formel similaire a` celui invoque´ pour la proposition 2.10.
Nous examinons maintenant le comportement des foncteurs de division dans FGr,n sur les fonc-
teurs pseudo-constants (ces foncteurs sont de´finis en 1.3 ; les notations ρn et ǫn qui apparaissent
dans l’e´nonce´ ci-dessous sont celles introduites en 1.4).
Proposition 2.12. Soient n ∈ N, X un objet de FGr,n a` valeurs de dimension finie et M un
GLn-module. Il existe un isomorphisme naturel
DiGr,n[X ](ρn(M)) ≃
{
ρn(M ⊗ εn(X)∗) si i = 0,
0 si i > 0.
De´monstration. La cate´gorie mono¨ıdale syme´trique GLn − mod (le produit tensoriel e´tant pris
sur F2) posse`de e´galement des foncteurs de division par des modules finis, qui sont donne´s par
(M : N)GLn =M ⊗N
∗ (cf. [CR90], § 10.D, par exemple). En particulier, ces foncteurs sont exacts.
Maintenant, la proposition s’obtient formellement (cf. les de´monstrations pre´ce´dentes) a` partir
des trois observations suivantes :
– le foncteur ρn est adjoint a` gauche a` εn (cf. proposition 1.5) ;
– le foncteur εn commute au produit tensoriel ;
– les foncteurs ρn et εn sont exacts.
La proposition suivante constitue le re´sultat principal sur la cate´gorie FGr de ce paragraphe.
10
Proposition 2.13. Soit X un objet de FGr a` valeurs de dimension finie.
1. Les foncteurs DiGr[X ] pre´servent les objets finis.
2. Pour tous i ∈ N et Y ∈ ObFfGr, on a bidegD
i
Gr[X ](Y ) ≤ bideg Y . De plus, si Y est non nul,
l’e´galite´ advient si et seulement si les deux conditions sont satisfaites :
(a) i = 0 ;
(b) X(F2
n,F2
n) 6= 0, ou` n est la premie`re composante de bideg Y .
De´monstration. Nous avons observe´ que les foncteurs de division et leurs de´rive´s commutent au
foncteur diffe´rence (proposition 2.2). Par conse´quent, les foncteurs DiGr[X ] pre´servent les foncteurs
polynomiaux et diminuent (au sens large) leur degre´.
D’autre part, pour Y ∈ ObFfGr, les D
i
Gr[X ](Y ) sont a` valeurs de dimension finie. C’est une
conse´quence facile du lemme de Yoneda et de ce que les objets finis de FGr posse`dent des re´solutions
projectives de type fini (cf. [Dja07b], § 5.5).
Si Y ∈ ObFfGr est non nul et de bidegre´ (n, k), il existe Z ∈ ObFGr,≤n tel que Y ≃ P≤n(Z), et
queRn(Z) = Rn(Y ) est de degre´ k. Par la proposition 2.10, on aDiGr[X ](Y ) ≃ P≤nD
i
Gr,≤n[R≤n(X)](Z).
Cela prouve de´ja`, compte-tenu du de´but de la de´monstration et de la proposition 1.2, que les
foncteurs DiGr[X ] pre´servent les objets finis. On en de´duit e´galement que le bidegre´ de D
i
Gr(Y ) est
(n, degRnDiGr,≤n[R≤n(X)](Z)) si RnD
i
Gr,≤n[R≤n(X)](Z) 6= 0, et strictement infe´rieur a` (n, k) si
RnDiGr,≤n[R≤n(X)](Z) = 0.
Par la proposition 2.11, RnDiGr,≤n[R≤n(X)](Z) ≃ D
i
Gr,n[Rn(X)](Rn(Y )). Si Rn(Y ) est pseudo-
constant (i.e. k = 0), la proposition 2.12 donne la conclusion souhaite´e. Le cas ge´ne´ral s’en de´duit
par re´currence sur k, puisque les foncteurs DiGr,n[X ] commutent au foncteur diffe´rence.
Corollaire 2.14. Soient n ∈ N et F ∈ ObF a` valeurs de dimension finie tel que F (F2
n) = 0.
Alors tout foncteur induit de hauteur au plus n est D[F ]-nilpotent.
De´monstration. La proposition 2.13 montre que si X est un foncteur fini de FGr dont la premie`re
composante du bidegre´ est au plus n, alors il existe un entier k pour lequel
Di1Gr[ι(F )]D
i2
Gr [ι(F )] . . .D
ik
Gr[ι(F )](X) = 0
pour toute suite d’entiers naturels (i1, i2, . . . , ik), puisque ι(F )(F2
n,F2
n) = F (F2
n) = 0 par hy-
pothe`se.
On en de´duit, par la proposition 2.9, que le foncteur A = ω(X) est tel que
Di1 [F ]Di2 [F ] . . .Dik [F ](A) = 0
pour toute suite d’entiers naturels (i1, i2, . . . , ik).
Le corollaire de´coule alors de ce que la sous-cate´gorie pleine des foncteurs A de F pour lesquels
existe un tel k est semi-e´paisse (de´finition 1.12).
Rappelons que la notion de bidegre´ note´ ||.|| dans la cate´gorie F a e´te´ introduite dans la re-
marque 1.15.
Proposition 2.15. Soient n ∈ N tel que l’hypothe`se Hω(n) est ve´rifie´e, F un foncteur de F a`
valeurs de dimension finie et G ∈ ObFω−cons(n).
1. Pour tout i ∈ N, on a Di[F ](G) ∈ ObFω−cons(n).
2. On a ||Di[F ](G)|| ≤ ||G||. Lorsque G est non nul, l’e´galite´ a lieu si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :
(a) i = 0 ;
(b) F (F2
j) 6= 0, ou` j est la premie`re composante de ||G||.
De´monstration. On raisonne par re´currence sur ||G||, note´ (j, k) : on suppose le re´sultat connu
pour les bidegre´s strictement infe´rieurs a` (j, k). Soit X ∈ ObFfGr,j un foncteur de degre´ k tel que
G ≃ ωj(X) dans la cate´gorie Fω−cons(j)/Fω−cons(j−1). Il existe donc une suite exacte
0→ N → G
f
−→ ωj(X)→ C → 0
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dans laquelle les foncteurs N et C appartiennent a` Fω−cons(j−1). Par conse´quent, leurs bidegre´s
sont strictement infe´rieurs a` (j, k), et l’hypothe`se de re´currence donne en particulier ||Di[F ](N)|| <
(j, k) et ||Di[F ](C)|| < (j, k) pour tout i. Par ailleurs, la proposition 2.9 donne Di[F ](ωj(X)) ≃
ω(DiGr[ι(F )](Y )), ou` Y = Pn(X) ∈ ObF
f
Gr est de bidegre´ (k, j). La proposition 2.13 de´crit donc le
bidegre´ de Di[F ](ωj(X)).
Notons H = im f : les suites exactes longues pour D∗[F ] associe´es aux suites exactes courtes
0 → H → ωj(X)→ C → 0 puis 0 → N → G → H → 0 donnent alors la conclusion, puisque dans
une suite exacte 0→ A→ B → C → 0 de Fω−cons(n), on a ||B|| = max(||A||, ||C||).
2.3 Foncteurs de division et foncteurs induits
L’hypothe`se suivante, dans laquelle A de´signe un foncteur de F a` valeurs de dimension finie et
i un entier, jouera un roˆle fondamental dans cet article.
Hdiv(A, i) Si F ∈ ObF tf ve´rifie (F : A) = 0, alors F ∈ ObFω−cons(i−1).
Remarque 2.16. 1. Cette hypothe`se ne peut eˆtre ve´rifie´e que si A(F2
i) 6= 0, puisque le foncteur
projectif PF2i n’est pas dans F
ω−cons(i−1) et que (PF2i : A) ≃ A(F2
i)∗⊗PF2i . Si la conjecture
artinienne extreˆmement forte est vraie, alors re´ciproquement, pour tout foncteur A a` valeurs
de dimension finie tel que A(F2
i) 6= 0, l’hypothe`se Hdiv(A, i) est satisfaite (cela de´coule de la
proposition 2.15).
2. L’hypothe`se Hdiv(A, i) est surtout inte´ressante lorsque le foncteur D[A] est nilpotent sur
Fω−cons(i−1), condition e´quivalente a` A(F2
i−1) = 0 (cf. le paragraphe pre´ce´dent, notamment
le corollaire 2.14).
3. Nous ne manierons l’hypothe`se Hdiv(A, i) que lorsque l’hypothe`se H
ω(i− 1) est satisfaite, le
but de la conside´ration de Hdiv(A, i) consistant alors a` e´tablir H
ω(i).
4. Si A est un sous-foncteur d’un produit tensoriel B ⊗ C de foncteurs a` valeurs de dimension
finie B ⊗ C, alors l’hypothe`se Hdiv(A, i) entraˆıne Hdiv(B, i), puisque l’inclusion induit un
e´pimorphisme D[C]D[B] ≃ D[B ⊗ C]։ D[A].
5. Le cas ou` A est un foncteur injectif, e´quivalent a` l’exactitude de D[A], joue un roˆle particulier
(cf. lemme 2.18). Nous aurons a` manier l’hypothe`se Hdiv(A, i) pour diffe´rents foncteurs A,
notamment des foncteurs simples, mais la connaissance de la situation pour certains foncteurs
injectifs sera ne´cessaire.
6. Les remarques pre´ce´dentes illustrent l’inte´reˆt deHdiv(A, i) pourA injectif tel que A(F2
i−1) = 0
et A(F2
i) 6= 0. Le plus petit — en ce sens que la hauteur de son dual, comme foncteur
induit, est minimale — foncteur A de ce type est le foncteur L(i) ; c’est pourquoi l’hypothe`se
Hdiv(L(i), i) occupera une place centrale dans cet article.
Notation 2.17. Nous de´signerons par Hdiv(i) l’hypothe`se Hdiv(L(i), i).
Lemme 2.18. Sous les hypothe`ses Hdiv(i) et H
ω(i−1), tout foncteur de type fini D[L(i)]-nilpotent
est induit de hauteur au plus i− 1.
De´monstration. Soient F ∈ ObF tf , f : F → D[L(i)](F )⊗L(i) l’unite´ de l’adjonction et N = ker f .
On a D[L(i)](N) = 0, car D[L(i)] est exact et D[L(i)](f) injectif. Comme F est de type fini et L(i)
localement fini, il existe un sous-foncteur fini A de L(i) tel que im f ⊂ D[L(i)](F )⊗A.
Si D[L(i)](F ) est induit de hauteur au plus i − 1, la stabilite´ de Fω−cons(i−1) par − ⊗ A (cf.
[Dja07b], § 12.1) et l’hypothe`se Hω(i− 1) assurent que im f appartient a` Fω−cons(i−1). En particu-
lier, comme tout foncteur induit est de pre´sentation finie (cf. ibid.), N est de type fini, et l’hypothe`se
Hdiv(i) assure que N est induit de hauteur au plus i− 1, donc F aussi. Une re´currence imme´diate
fournit alors la conclusion.
Les progre`s sur la conjecture artinienne pre´sente´s dans cet article reposent sur la proposition
suivante.
Proposition 2.19. Supposons que les hypothe`ses Hdiv(i) et H
ω(i− 1) soient ve´rifie´es. Alors il en
est de meˆme pour Hω(i).
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De´monstration. Ce re´sultat de´coule du corollaire 2.7, du lemme 2.18 et de la proposition 1.14.
La dernie`re section de ce travail de´montrera la validite´ de l’hypothe`se Hdiv(i) pour i ≤ 3.
L’e´nonce´ suivant, qui s’appuie sur le lemme 2.18 et le paragraphe 2.2, permettra de mener a`
bien le pas de la re´currence intervenant dans l’argument principal de cet article.
Proposition 2.20. Soient i, j et n des entiers tels que i − 1 ≤ j ≤ n et que l’hypothe`se Hω(n)
soit ve´rifie´e, et A ∈ ObF un foncteur a` valeurs de dimension finie. On suppose que les hypothe`ses
Hω(n), Hdiv(i) et Hdiv(A, i) sont ve´rifie´es.
Si F ∈ ObF tf est tel que (F : A) ∈ ObFω−cons(j), alors F ∈ ObFω−cons(j).
De´monstration. On proce`de par deux re´currences imbrique´es, dont la premie`re porte sur j.
On commence par traiter le cas j = i− 1. Comme tout foncteur induit de hauteur au plus i− 1
est D[L(i)]-nilpotent par le corollaire 2.14, il existe k tel que D[L(i)]◦kD[A](F ) = 0. On a donc
D[A]D[L(i)]◦k(F ) = 0, puis D[L(i)]◦k(F ) ∈ ObFω−cons(i−1) par l’hypothe`se Hdiv(A, i). Quitte a`
augmenter la valeur de k, on peut supposer D[L(i)]◦k(F ) = 0. Le lemme 2.18 procure alors la
conclusion souhaite´e : F ∈ ObFω−cons(i−1).
On suppose maintenant i ≤ j ≤ n et l’assertion ve´rifie´e pour les valeurs de j strictement
infe´rieures. Comme l’hypothe`se Hω(n) est satisfaite et j infe´rieur a` n, il existe un foncteur fini
X de FGr,j , dont nous noterons d le degre´, et une fle`che (F : A)
f
−→ ωj(X) de noyau et conoyau
induits de hauteur strictement infe´rieure j. Si X = 0, (F : A) est en fait induit de hauteur au plus
j − 1, et l’hypothe`se de re´currence sur j donne la conclusion. On suppose donc d ≥ 0, et l’on peut
e´galement supposer que notre assertion est ve´rifie´e pour les valeurs strictement infe´rieures de d.
Soient u : F → D[A](F ) ⊗ A l’unite´ de l’adjonction, N son noyau et Q son image. Sous-foncteur
de D[A](F )⊗A, Q est induit de hauteur au plus j (graˆce a` l’hypothe`se Hω(n)). On en de´duit que
Q est de pre´sentation finie, donc N de type fini. De plus, l’application du foncteur D[A] a` la suite
exacte
0→ N → F → Q→ 0 (2)
procure une suite exacte
D1[A](Q)→ D[A](N)→ D[A](F )→ D[A](Q)→ 0
dont la fle`che D[A](F ) → D[A](Q) est un isomorphisme, par construction de Q (laquelle assure
que D[A](u) est injectif), de sorte que D[A](N) est un quotient de D1[A](Q). On a par conse´quent
||D[A](N)|| < ||Q|| = ||D[A](Q)|| = ||D[A](F )|| = (j, d) par la proposition 2.15 — en effet, A(F2
j) 6=
0 car j ≥ i et Hdiv(A, i) est satisfaite (ce qui implique A(F2
i) 6= 0 — cf. remarque 2.16).
L’hypothe`se de re´currence (sur j si la premie`re composante de ||D[A](N)|| est strictement
infe´rieure a` j, sur d sinon) s’applique donc a`N (nous avons de´ja` remarque´ que ce foncteur est de type
fini). Elle montre que N ∈ ObFω−cons(j). La suite exacte (2) e´tablit ensuite F ∈ ObFω−cons(j),
d’ou` la proposition.
3 Structure du foncteur P⊗3 ⊗ F pour F fini
La section pre´ce´dente fournit les outils ne´cessaires pour manier des proprie´te´s d’annulation de
foncteurs de division de type Hdiv. Dans cette section, nous donnons d’abord des e´nonce´s ge´ne´raux
pour ve´rifier de nouvelles proprie´te´s de ce type a` partir d’hypothe`ses relatives aux simples de F
ou aux repre´sentations des groupes line´aires (§ 3.1). Les deux paragraphes suivants les appliquent
pour de´montrer d’abord Hdiv(2) (§ 3.2), ce qui permet d’affiner des re´sultats de´ja` connus, puis
d’e´tablir Hdiv(3) (§ 3.3), avec pour conse´quence le the´ore`me de structure des foncteurs P⊗3 ⊗ F
(pour F ∈ ObFf ).
3.1 Cadre formel
Hypothe`se 3.1. Dans tout ce paragraphe, on se donne un entier naturel n tel que l’hypothe`se
Hω(n) est ve´rifie´e.
Notation 3.2. On de´signe par Tn la classe des foncteurs T de F a` valeurs de dimension finie ayant
la proprie´te´ suivante : si F ∈ ObF tf est tel que (F : T ) ∈ ObFω−cons(n), alors F ∈ ObFω−cons(n).
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La lettre T est utilise´e comme abre´viation du terme test : la division par T teste l’appartenance
a` la classe Fω−cons(n). Le but de ce paragraphe consiste a` montrer que si l’on sait montrer que
suffisamment de foncteurs appartiennent a` la classe Tn, alors on peut obtenir des renseignements sur
les foncteurs de division par d’autres foncteurs — pre´cise´ment, de´montrer la condition Hdiv(A, n+1)
pour certains foncteurs A.
Nous donnons d’abord un crite`re valable pour un foncteur quelconque.
Proposition 3.3. Soit A un foncteur de F a` valeurs de dimension finie ve´rifiant la proprie´te´
suivante : pour tout entier m > n, il existe T ∈ Tn tel que pour tout (λ, µ) ∈ pm on ne puisse avoir
simultane´mement (Sλ : A) = 0, (Sµ : A) = 0 et Sλ facteur de composition de T ⊗ Sµ.
Alors l’hypothe`se Hdiv(A, n+ 1) est satisfaite.
De´monstration. Soit F ∈ ObF tf tel que (F : A) = 0, il s’agit de montrer que F est induit de
hauteur au plus n. Posons m = max{λ1 |λ ∈ p, homF (F, Sλ) 6= 0}. Alors F est quotient d’une
somme directe finie PF de projectifs inde´composables Pλ avec (Sλ : A) = 0 (puisque D[A] est exact
a` droite) et λ1 ≤ m (cf. remarque A.7). Comme un tel foncteur Pλ est facteur direct de PF2m , qui
est objet de Fω−cons(m), l’hypothe`se Hω(n) permet d’en de´duire F ∈ ObFω−cons(n) si m ≤ n.
On suppose donc m > n et l’assertion ve´rifie´e pour les valeurs de m strictement infe´rieures. Soit
T ∈ Tn comme dans l’e´nonce´ ; on examine le foncteur (F : T ). Posons p(F, T ) = {µ ∈ p | homF ((F :
T ), Sµ) 6= 0} et m′ = max{µ1 |µ ∈ p(F, T )}.
D’une part, comme (PF : T ) ։ (F : T ), la relation µ ∈ p(F, T ) entraˆıne qu’il existe λ ∈ p,
avec (Sλ : A) = 0 et λ1 ≤ m, tel que homF ((Pλ : T ), Sµ) 6= 0. Par adjonction, cela e´quivaut
a` homF(Pλ, T ⊗ Sµ) 6= 0, i.e. a` Sλ facteur de composition de T ⊗ Sµ. Cette condition implique
elle-meˆme µ1 ≤ λ1 ≤ m (e´valuer sur F2
λ1).
D’autre part, comme ((F : T ) : A) ≃ ((F : A) : T ) = 0, si µ ∈ p(F, T ), alors (Sµ : A) = 0.
En combinant les deux points pre´ce´dents, on obtient que si µ ∈ p(F, T ) est tel que µ1 ≥ m, alors
µ ∈ pm, (Sµ : A) = 0, et il existe λ ∈ pm tel que (Sλ : A) = 0 et que Sλ soit facteur de composition
de T ⊗ Sµ. Ces conditions e´tant incompatibles par hypothe`se, il vient m′ < m. L’hypothe`se de
re´currence montre alors que (F : T ), qui est annihile´ par D[A], est induit de hauteur au plus n.
Comme T ∈ Tn, on en de´duit que F est e´galement induit de hauteur au plus n, ce qui ache`ve la
de´monstration.
L’hypothe`se de la proposition pre´ce´dente est tre`s contraignante. Nous abordons maintenant
un crite`re plus souple pour la satisfaction d’une hypothe`se du type Hdiv ; en contre-partie, il ne
s’applique qu’a` des objets injectifs.
On rappelle que la notation Rλ pour les GLn-modules simples est introduite dans l’appendice.
Proposition 3.4. Soient J un objet injectif de co-type fini de F et pdiv(J) = {λ ∈ p | (Sλ :
J) = 0}. On pose e´galement, pour m ∈ N, pdivm (J) = p
div(J) ∩ pm. On suppose que l’hypothe`se
suivante est ve´rifie´e : pour tout entier m > n, il existe un ordre total sur pdivm (J) tel que, pour
tout λ ∈ pdivm (J), il existe Tλ ∈ Tn tel que si Rµ (ou` µ ∈ p
div
m (J)) est facteur de composition du
GLm-module Rλ ⊗ Tλ(F2
m)∗, alors µ < λ.
Alors l’hypothe`se Hdiv(J, n+ 1) est satisfaite.
De´monstration. Comme le foncteur D[J ] est un facteur direct d’une somme directe finie de foncteurs
de´calages (car J est facteur direct d’une somme directe finie de foncteurs IV ), tout foncteur F de
F posse`de un plus grand quotient annihile´ par D[J ], que nous noterons QJ(F ) — pre´cise´ment, le
foncteur D[J ] posse`de un adjoint a` droite du type − ⊗ G (cf. [Pow98b], appendice), ou` G est un
foncteur projectif de type fini, QJ (F ) est le conoyau de la cou¨nite´ QJ (F ) ⊗ G → F . On obtient
ainsi un endofoncteur exact a` droite QJ de F .
Il s’agit de montrer que pour tout F ∈ ObF tf , on a QJ (F ) ∈ ObFω−cons(n). Par exactitude
a` droite de QJ , il suffit de le faire lorsque F est projectif de type fini, on encore lorsque F est un
foncteur de Powell Qλ (cf. de´finition 1.6), puisque les projectifs de type fini de F posse`dent une
filtration finie dont les sous-quotients sont des foncteurs de Powell.
On proce`de par re´currence sur m = λ1. Pour m ≤ n, le foncteur Qλ est lui-meˆme objet de
Fω−cons(n), donc l’hypothe`se Hω(n) entraˆıne le re´sultat. On suppose donc m > n et e´tabli que
QJ(Qµ) ∈ ObFω−cons(n) pour µ ∈ pi avec i < m.
On remarque d’abord que si λ /∈ pdivm (J), alors le cosocle Sλ de Qλ (cf. proposition 1.7) n’est
pas annule´ par D[J ], donc aucun quotient de Qλ n’est annule´ par D[J ], soit QJ(Qλ) = 0. On
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suppose donc λ ∈ pdivm (J). Une re´currence sur l’ordre total de l’e´nonce´ permet de supposer que
QJ(Qµ) ∈ ObFω−cons(n) pour µ ∈ pdivm (J) tel que µ < λ.
Notons X = (Pmρm(Rλ) : ι(Tλ)) : d’apre`s les re´sultats du paragraphe 2.2, X est un foncteur
fini pseudo-constant de FGr, on a Ri(X) = 0 pour i > m, Rm(X) ≃ ρm(Rλ ⊗ Tλ(F2
m)∗) et
(Qλ : Tλ) ≃ ω(X). Par conse´quent, il existe une suite exacte
0→ F → (Qλ : Tλ)→ ωmρm(Rλ ⊗ Tλ(F2
m)∗)→ 0
ou` F = ωP≤m−1R≤m−1(X), foncteur qui posse`de une filtration finie dont les sous-quotients sont
des foncteurs de Powell du type Qµ avec µ1 < m.
E´tablissons maintenant que QJ(Qλ : Tλ) ∈ ObF
ω−cons(n). L’hypothe`se de re´currence sur m
montre de´ja` que QJ(F ) ∈ ObFω−cons(n).
Pour prouver que QJ (ωmρm(Rλ ⊗ Tλ(F2
m)∗)) ∈ ObFω−cons(n), on note que le foncteur
ωmρm(Rλ ⊗ Tλ(F2
m)∗) s’obtient par extensions successives des foncteurs Qµ, ou` µ ∈ pm est tel
que Rµ est facteur de composition de Rλ ⊗ Tλ(F2
m)∗. Il suffit donc de montrer que QJ(Qµ) ∈
ObFω−cons(n) pour ces partitions µ. On distingue pour cela deux cas :
1. µ ∈ pdivm (J). On a donc µ < λ, par choix de Tλ. L’hypothe`se de re´currence sur p
div
m (J) donne
alors QJ(Qµ) ∈ ObFω−cons(n).
2. Si µ /∈ pdivm (J), alors QJ(Qµ) = 0 (cf. supra).
On a donc QJ(ωmρm(Rλ⊗Tλ(F2
m)∗)) ∈ ObFω−cons(n), puis QJ(Qλ : Tλ) ∈ ObFω−cons(n). Le
foncteur (QJ (Qλ) : Tλ) est un quotient de (Qλ : Tλ) annule´ par D[J ], car D[Tλ] et D[J ] commutent,
c’est donc un quotient de QJ(Qλ : Tλ), d’ou` (QJ (Qλ) : Tλ) ∈ ObFω−cons(n) puisque Hω(n) est
ve´rifie´e. E´tant donne´ que Tλ ∈ Tn, cela entraˆıne QJ(Qλ) ∈ ObFω−cons(n) comme souhaite´.
3.2 La structure de P⊗2 ⊗ F pour F fini revisite´e
Le the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´ (the´ore`me 1.9) et la proposition A.6 impliquent formel-
lement que l’hypothe`se Hω(1) est ve´rifie´e. A` partir de cette seule observation, des re´sultats de la
section 2, utilise´e via la proposition suivante, et de la proposition 3.3, nous allons e´tablir l’importante
proposition 3.6.
Proposition 3.5. L’hypothe`se Hdiv(Λ
1, 1) est satisfaite.
De´monstration. Si F est un foncteur fini de degre´ n de F , alors le foncteur (F : Λ1) est de degre´
n − 1, donc non nul, si F est non constant (cf. [Dja07a], corollaire 3.10). Comme D[Λ1] est exact
a` droite, on en de´duit qu’un foncteur F tel que (F : Λ1) = 0 n’a des quotients finis que constants.
Comme F est limite de ses quotients finis (cf. proposition A.6), cela montre que F est constant,
donc fini, F e´tant de type fini, d’ou` la conclusion.
Proposition 3.6. L’hypothe`se Hdiv(S<2>, 2) est satisfaite.
De´monstration. Nous avons de´ja` rappele´ que Hω(1) est ve´rifie´e. Comme l’hypothe`se Hdiv(1) est
ve´rifie´e (D[L(1)] ≃ ∆ n’annihile que les foncteurs constants), les propositions 3.5 et 2.20 impliquent
qu’un foncteur F ∈ ObF tf tel que (F : Λ1) ∈ ObFω−cons(1) est lui-meˆme objet de Fω−cons(1). Au-
trement dit, avec la terminologie du paragraphe 3.1, on a Λ1 ∈ T1 ; c’est le seul foncteur « test » dont
nous aurons besoin ici. Ve´rifions a` pre´sent que l’hypothe`se de la proposition 3.3 est satisfaite pour
A = S<2> : la proposition 2.5 montre que les partitions re´gulie`res λ telles que (Sλ : S<2>) = 0
ve´rifient l(λ) ≤ 1. La conclusion re´sulte alors de ce que Λm n’est pas facteur de composition de
Λ1 ⊗ Λm si m > 1.
On retrouve en particulier la satisfaction de Hω(2), de´duite dans [Dja07b] (§ 16.4) des re´sultats
de [Pow98a] sur le foncteur ∇˜2 :
Corollaire 3.7. Les hypothe`ses Hdiv(2) et H
ω(2) sont ve´rifie´es.
De´monstration. Comme S<2> est un sous-foncteur de L(2), D[S<2>] est un quotient de D[L(2)],
de sorte que Hdiv(S<2>, 2) implique Hdiv(2). La proposition 2.19 montre alors qu’il en est de meˆme
pour Hω(2).
On retrouve ainsi le caracte`re noethe´rien de type 2 de P⊗2 ⊗ F pour F ∈ ObFf .
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Remarque 3.8. Les renseignements obtenus par notre de´marche sont un petit peu plus pre´cis que
ceux donne´s par l’approche de Powell dans [Pow98a]. En effet, par le corollaire 2.7, on voit que le
corollaire 3.7 de´crit tous les foncteurs de type fini F n’ayant pour facteurs de composition que des
puissances exte´rieures (modulo les foncteurs finis, ce sont les quotients des sommes directes d’un
nombre fini de copies de PF2). En revanche, l’article [Pow98a] utilise fortement que les foncteurs de
type fini F tels que ∇˜2(F ) = 0 non seulement n’ont que des puissances exte´rieures comme facteurs
de composition, mais n’ont pas non plus de sous-quotients isomorphes a` certaines extensions entre
puissances exte´rieures. De plus, on constate que [Pow98a] ne´cessite la connaissance de Ext1F(Λ
i,Λj)
(groupes de´termine´s par Franjou dans [Fra96]), alors que notre de´monstration n’utilise, comme
point non formel, que le fait tre`s e´le´mentaire que Λi n’est facteur de composition de Λ1 ⊗ Λi que
pour i = 1.
Nous terminons ce paragraphe par une autre conse´quence directe de la proposition 3.6, fonde´e
sur la remarque 2.16. 4.
Proposition 3.9. L’hypothe`se Hdiv(Λ
2, 2) est satisfaite.
De´monstration. Si (F : Λ2) = 0, alors (F : Λ2⊗Λ1) = 0 ; comme S<2> est facteur direct de Λ2⊗Λ1,
on en de´duit (F : S<2>) = 0. La conclusion re´sulte donc de la proposition 3.6.
3.3 Les re´sultats principaux
The´ore`me 3.10. L’hypothe`se Hdiv(3) est ve´rifie´e.
De´monstration. Nous de´duirons ce re´sultat de la proposition 3.4. Comme Hω(2) est ve´rifie´e, la sa-
tisfaction de Hdiv(2), Hdiv(S<2>, 2), Hdiv(Λ
1, 1) et Hdiv(Λ
2, 2) (cf. paragraphe pre´ce´dent) implique,
par la proposition 2.20, que S<2>, Λ
1 et Λ2 sont dans T2 (cf. notation 3.2).
La proposition 2.5 nous apprend que pdiv(L(3)) = {λ ∈ p | l(λ) ≤ 2}, selon la notation de la
proposition 3.4. Pour m > 2, on munit l’ensemble pdivm (L(3)) de l’ordre total donne´ comme suit :
(m) < (m, 1) < (m, 2) < · · · < (m,m− 1).
Comme R(m) est l’unite´ du produit tensoriel des GLm-modules, on a
R(m) ⊗ S<2>(F2
m)∗ ≃ R∗(m,2,1) ≃ R(m,m−1,m−2).
Ce GLm-module n’a pas de facteur de composition Rµ avec µ ∈ pdivm (L(3)).
Pour 0 < i < m− 1, on a
R(m,i) ⊗ Λ
1(F2
m)∗ ≃ R(m,i) ⊗R
∗
(m,1) ≃ R(m,i) ⊗R(m,m−1) ≃ (Λ
i ⊗ Λm−1)(F2
m).
Comme i < m − 1, les facteurs de composition du foncteur Λi ⊗ Λm−1 sont les S(m−1+t,i−t) pour
0 ≤ t ≤ i, donc les facteurs de composition de (Λi⊗Λm−1)(F2
m) sont R(m,m−1,i) et R(m,i−1). Ainsi,
µ ∈ pdivm (L(3)) et Rµ facteur de composition de R(m,i) ⊗Λ
1(F2
m)∗ implique µ = (m, i− 1) < (m, i)
(ou µ = (m) < (m, 1) si i = 1).
De fac¸on analogue, R(m,m−1)⊗Λ
2(F2
m)∗ ≃ (Λm−1⊗Λm−2)(F2
m) a pour facteurs de composition
R(m,m−1,m−2) et R(m,m−3) (R(3) si m = 3). Donc si µ ∈ p
div
m (L(3)) est tel que Rµ est facteur de
composition de R(m,i)⊗Λ
1(F2
m)∗, on a µ = (m,m−3) < (m,m−1) (ou µ = (3) < (3, 2) si m = 3).
La proposition 2.5 procure alors la satisfaction de Hdiv(L(3), 3) = Hdiv(3).
Ce the´ore`me donne un renseignement bornant la « taille » des foncteurs de type fini dont les
facteurs de composition sont limite´s. Pre´cise´ment :
Corollaire 3.11. Un foncteur de type fini de F dont tous les facteurs de composition sont associe´s
a` des partitions de longueur au plus 2 est induit de hauteur au plus 2.
De´monstration. Par le corollaire 2.7, les foncteurs annihile´s par D[L(3)] sont exactement ceux dont
les facteurs de composition sont du type Sλ avec l(λ) ≤ 2. Le the´ore`me 3.10 donne donc la conclu-
sion.
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Remarque 3.12. Il semble tre`s difficile de donner des informations beaucoup plus explicites sur les
foncteurs de type fini dont les facteurs de composition sont associe´s a` des partitions de longueur au
plus 2. Cette observation sugge`re qu’on ne peut pas trouver d’approche directe pour de´montrer la
corollaire 3.11.
L’avance´e principale sur la structure globale de la cate´gorie F apporte´e par le the´ore`me 3.10 est
le re´sultat suivant.
Corollaire 3.13. L’hypothe`se Hω(3) est ve´rifie´e : la sous-cate´gorie Fω−cons(3) des foncteurs induits
de hauteur au plus 3 de F est e´paisse.
De´monstration. Ce re´sultat se de´duit du the´ore`me 3.10 et de la proposition 2.19.
Compte-tenu de la proposition 1.14, on en de´duit le re´sultat suivant, qui semble constituer la
meilleure forme partielle de´montre´e de la conjecture artinienne.
Corollaire 3.14. Pour tout foncteur fini F de F , le foncteur P⊗3 ⊗ F est noethe´rien de type 3.
A La cate´gorie F et les repre´sentations des groupes line´aires
Les proprie´te´s e´le´mentaires de la cate´gorie F rappele´es dans cet appendice, qui sert surtout a`
fixer les notations, sont expose´es et de´montre´es en de´tails dans les articles fondamentaux [Kuh94a]
et [Kuh94b] (ou` l’on trouvera e´galement d’autres re´fe´rences).
Proprie´te´s de finitude dans une cate´gorie de Grothendieck A (cf. [Pop73]). Les objets
simples de A sont les objets non nuls n’ayant pas de sous-objet strict non nul. Les objets de
longueur finie (i.e. posse´dant une filtration finie de sous-quotients simples) sont simplement appele´s
objets finis dans cet article ; la sous-cate´gorie pleine des objets finis de A est note´e Af . Les objets
localement finis sont les colimites d’objets finis de A ; ils forment une sous-cate´gorie pleine Alf .
La filtration de Krull de A est la suite croissante (Kn(A)) de sous-cate´gories localisantes (c’est-
a`-dire e´paisses et stables par colimites) de A de´finie par re´currence par Kn(A) = {0} si n < 0 et
le fait que, pour n ∈ N, Kn(A)/Kn−1(A) est la sous-cate´gorie localisante de A/Kn−1(A) engendre´e
par les objets finis de cette cate´gorie. Un objet de A est dit noethe´rien de type n s’il est noethe´rien
et appartient a` Kn(A) (la de´finition usuelle d’objet noethe´rien de type n et son e´quivalence avec
celle-la` sont rappele´es a` la fin de l’appendice B de [Dja07b]). La sous-cate´gorie pleine des objets
noethe´riens de type n de A sera note´e NTn(A) ; elle est e´paisse.
Les objets de type fini de A sont les objets A tels que toute suite croissante de sous-objets de
A de colimite A stationne. Ainsi, les objets noethe´riens sont ceux dont tous les sous-objets sont
de type fini. Dans la cate´gorie F , les objets de type fini sont exactement les quotients des sommes
directes finies de foncteurs projectifs standard. La sous-cate´gorie pleine des objets de type fini de
A sera note´e Atf .
Un objet A de F est de pre´sentation finie s’il existe une suite exacte P ′ → P → A→ 0 avec P
et P ′ projectifs de type fini (cette de´finition est adapte´e car F a assez de projectifs de type fini).
Dans F , nous dirons qu’un objet est de co-type fini si son dual est de type fini.
Les simples de F . Les objets simples de F peuvent se classifier a` l’aide des repre´sentations
irre´ductibles (sur F2) des groupes syme´triques. On utilise pour cela les partitions, i.e. les suites
finies de´croissantes d’entiers strictement positifs λ = (λ1, . . . , λr) (r s’appelle alors la longueur de
λ et se note l(λ) ; la somme des λi s’appelle le degre´ de λ et se note |λ|). Par convention, on posera
λi = 0 pour i > l(λ).
Si λ est une partition, notons Λλ le produit tensoriel de puissances exte´rieures Λλ1⊗· · ·⊗Λλr . Le
foncteur Λλ posse`de un sous-foncteur remarquable appele´ foncteur de Weyl associe´ a` λ et note´Wλ.
Remarque A.1. Les e´le´ments semi-standard de Λλ(V ), c’est-a`-dire les e´le´ments du type
(u1 ∧ · · · ∧ uλ1)⊗ (u1 ∧ · · · ∧ uλ2)⊗ · · · ⊗ (u1 ∧ · · · ∧ uλl(λ)),
ou` u1, . . . , uλ1 sont des e´le´ments de V , appartiennent a` Wλ(V ).
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Lorsque la partition λ est re´gulie`re (notion rappele´e ci-dessous), le foncteur Wλ est engendre´
par les e´le´ments semi-standard. Cela re´sulte de la variante fonctorielle des re´sultats classiques de
James [Jam78] qui est pre´sente´e par exemple dans l’article [PS98] 5.
Si λ est une partition 2-re´gulie`re (nous dirons simplement re´gulie`re dans cet article, le corps
de base e´tant fixe´ a` F2), i.e. une suite finie strictement de´croissante d’entiers strictement positifs,
le cosocle (i.e. plus grand quotient semi-simple) de Wλ est un foncteur simple note´ Sλ. Lorsque λ
parcourt l’ensemble des partitions re´gulie`res, Sλ de´crit un syste`me complet de repre´sentants des
objets simples de F modulo isomorphisme (cf. [PS98]).
Les objets simples de F sont auto-duaux : DSλ ≃ Sλ (l’auto-dualite´ est en fait une condition
un petit peu plus forte — cf. [PS98]).
Notation A.2. – On de´signe par p l’ensemble des partitions re´gulie`res.
– Pour i ∈ N, on pose pi = {λ ∈ p |λ1 = i}.
– Pour λ ∈ p, on note Pλ la couverture projective de Sλ.
– Pour n ∈ N, on note < n > la partition (n, n− 1, . . . , 1) de n(n+ 1)/2.
Exemple A.3. 1. Les foncteurs puissances exte´rieures sont simples : S(i) = Λ
i.
2. Pour i > j > 0, les facteurs de composition (i.e. sous-quotients simples) de Λi ⊗ Λj sont
exactement les S(i+t,j−t) pour 0 ≤ t ≤ j (en convenant que S(k,0) = Λ
k). Les facteurs de
composition de Λi ⊗ Λi sont Λi et les S(i+t,i−t) pour 0 < t ≤ i.
3. Le foncteur S<2> est caracte´rise´ par le scindement Λ
2 ⊗ Λ1 ≃ Λ3 ⊕ S<2>.
Les GLn - modules simples. On note GLn = GLn(F2) le groupe line´aire sur F2 et GLn−mod
la cate´gorie des F2[GLn]-modules a` gauche, appele´s simplement GLn-modules dans cet article.
Pour λ ∈ pn, le GLn-module Sλ(F2
n), que nous noterons Rλ, est simple, et les Rλ constituent
un syste`me complet de repre´sentants des GLn-modules simples lorsque λ de´crit pn (cf. [Kuh94b] ;
on prendra garde que les conventions d’indexation de cet article de Kuhn, de l’article [PS98] de
Piriou et Schwartz et du pre´sent travail sont deux a` deux distinctes).
Pour λ ∈ p et n ∈ N tel que λ /∈ pn (cas traite´ pre´ce´demment), on a Sλ(F2
n) = 0 si n < λ1 et
Sλ(F2
n) ≃ R(n,λ) si λ1 > n.
Nous noterons (−)∗ le foncteur de dualite´ contragre´diente de GLn − mod. Son effet sur les
simples est donne´ par R∗λ ≃ R(n,n−λr ,...,n−λ2) pour λ ∈ pn, ou` r = l(λ). Cette observation, qui se
de´duit aussitoˆt de [Kuh94b] (§ 6) et de ce que les repre´sentations Λi(F2
n) et Λn−i(F2
n) de GLn
sont duales, est utilise´e dans la de´monstration du the´ore`me 3.10.
Remarque A.4. La partition re´gulie`re < n > joue un roˆle important dans cet article ; il convient de
noter que R<n> est la repre´sentation de Steinberg deGLn(F2), assertion qui a de´ja` e´te´ exploite´e dans
la section 13.1 de [Dja07b]. Une des proprie´te´s utiles est que la projection canoniqueW<n> ։ S<n>
est un isomorphisme — cf. [Jam78], corollaire 24.9 ; nous renvoyons aussi a` l’article [Mit86] de
Mitchell, ou` l’on trouvera une de´monstration de l’e´quivalence entre les de´finitions classiques de la
repre´sentation de Steinberg et la de´finition « fonctorielle » R<n>.
L’enveloppe injective de S<n> (dans F) se note traditionnellement L(n). L’exemple 3.0.3.2 de
l’article [Pow98c] montre que l’inclusion S<n> →֒ L(n) est un isomorphisme lorsqu’on l’e´value sur
un espace de dimension au plus n ; en particulier, on a L(n)(F2
n−1) = 0.
Foncteur diffe´rence et foncteurs finis. Pour E ∈ Ob Ef , on introduit l’endofoncteur ∆E de
F , appele´ de´calage par E, donne´ par ∆E(F )(V ) = F (V ⊕ E).
Le foncteur diffe´rence ∆ est caracte´rise´ par le scindement ∆F2 ≃ id ⊕∆. Il commute a` toutes
les limites et colimites.
Les foncteurs F de F tels qu’il existe i ∈ N tel que ∆i(F ) = 0 sont appele´s foncteurs polynomiaux.
Le degre´ d’un foncteur polynomial F est le plus grand entier positif degF tel que ∆degFF 6= 0 si
F 6= 0 ; par convention, deg 0 = −∞
Exemple A.5. Si λ est une partition, les foncteurs Λλ, etWλ de F , de meˆme que Sλ si λ est re´gulie`re,
sont polynomiaux de degre´ |λ|.
Un re´sultat de base sur la cate´gorie F est le suivant :
5On prendra garde que nos conventions en matie`re de partitions sont duales de celles de [PS98].
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Proposition A.6 (Cf. [Kuh94a]). – Un foncteur de F est fini si et seulement s’il est polyno-
mial et a` valeurs de dimension finie.
– Tout foncteur de type fini de F est limite de ses quotients polynomiaux (donc finis).
Remarque A.7. – Une conse´quence utile de la deuxie`me assertion est la suivante : pour tout
F ∈ ObF tf , l’e´pimorphisme canonique F ։ cosocF de F sur son cosocle est essentiel, donc,
si l’on e´crit cosocF ≃
⊕
λ∈p S
⊕aλ
λ , alors F est isomorphe a` un quotient de
⊕
λ∈p P
⊕aλ
λ , qui
en est une couverture projective.
– Un corollaire de la premie`re assertion est la stabilite´ par produit tensoriel des objets finis dans
la cate´gorie F .
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